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1 
Le present travail ne fait guere appel qu’aux proprietes les plus immediates 
des systemes de Tchebycheff (reels), non a leur theorie proprement dite; les 
unes et l’autre se trouvent par exemple dans [I, Chapitre 21. 
2 
Pour chaque entier 17 L 1, on cherche a identifier les espaces compacts K 
ayant la propriett suivante: 
2.1. Le theoreme de Mairhuber (&once dans [I, p. 341; demontrl par 
exemple dans [2]) montre qu’on ne perd rien d’essentiel en se restreignant aux 
sous-espaces compacts du tore -[r 7 R/Z. Voici alors le resultat: 
THEORLMI: 2.2. Un compact de 1. uPr$e (P,J si, et seulement si, lc uombre 
de ses cornposantes connexes n’excdde pas II. 
2.3. En particulier, le segment [O. I] et le tore lui-meme satisfont a (P,) 
pour tout n. Ceci Ctait deja connu [ 1, p. 35, Probleme 1 I] comme consequence 
Cvidente de la thtorie de Tchebycheff. Nous reviendrons sur ces cas simples 
en 3.3 ci-dessous. 
3 
Le reste de cet article est consacrt a la preuve du ThCoreme 2.2. 
11 sera commode de remplacer provisoirement (Pn) par une propriete en 
apparence plus faible: 
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(Q,J Tout systhe de TchebychefJ’sur K, jhne’ de n jhctiolw 
admet un polynome non ideewtiquement ul, partout 2 0 
PROPOSITION 3.1. Si l’espace compact K est r&union d’une suite croissante 
(T,) de sous-espaces compacts v&l$atzt (QJ, alors K hi-mCme vh@ie (Qll). 
En effet, soient S un systkme de Tchebycheff sur K form6 de IZ fonctions, 
E l’espace vectoriel de ses polynomes. Comme les restrictions des fonctions 
de S j un compact ayant au moins n points forment un systgme de Tchebycheff 
sur ce compact, l’hypothise entraine que, pour chaque p suffisamment grand, 
B contient une fonction non identiquement nulle, > 0 sur T, ; il suffit dks 
lors d’appliquer le lemme que voici: 
LEMME 3.2. Soient K un ensemble, E un sowespace vectoriel de dimension 
jifinie de [wK, CT,) WI recowrement de K par une suite croissante de parties. Si, 
pour clraque p, E\(O) rencontre le c&e C, des jbnctions L-- 0 sur T, , alors 
El,{03 rencontre le c&e C des fonctions > 0 sur K. 
Pour prouver ce lemme, munissons E de l’unique topologie sCpar6e 
compatible avec sa structure vectorielle. Pour tout x t K, 1’Cvaluaiion en x 
est une forme 1inCaire eu, sur E, obligatoirement continue puisque E est de 
dimension finie; il s’ensuit que les ensembles 
E I? C, = n ec,‘([O, + co[) 
XIT 1’ 
constituent dans E une suite dtcroissante de c6nes fermCs, non :rCduits h 
l’origine par hypothkse. Leur intersection E n C ne saurait se rkduire B 
l’origine, car leurs intersections avec l’image de la sphkre unite: par un 
isomorphisme de RdimE sur E forment une suite dkroissante de fermCs 
non vides de ce compact. 
3.3. Avant de poursuivre, observons qu’il est d6s & p&sent Cvident que 
le segment [0, l] et le tore U satisfont B la propriM (QJ pour tout II. En effet, 
pour chaque entier h, notons K,& la &union de [0, I] et des entiers naturels < h. 
Puisque KIL est rCunion d’une suite croissante de compacts homkomorphes 5 
K h+l , l’affirmation concernant [0, l] sera Ctablie, via la Proposition 3.1, si 
nous voyons que K, := [0, 11 u (2) u ... u {fz} pos&de la propriS (Q,); 
mais ceci est clair, car tout syst&me de Tchebycheff sur K, form6 de n fonctions 
admet un polynome s’annulant exactement aux points 2, 3,..., II, done 
gardant un signe constant sur K, . Le cas de U dtcoule aussit6t de celui de 
[0, 11, le premier &ant reunion d’une suite croissante de compacts, homCo- 
morphes au second. 
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PRopoXTION. Soient K un compact de la droite re’elle ayant II composantes 
K 1 ,..., K,, et{s 1 ,..., g,-,,) ZIM sJ.st&e de Tchebych@sur K. Pour tout point 
a = (a, ,..., a,J du produit H des K, et tout a, ,1 E K, posons F,,(a,+,) = 
det(gj(ak;)),,-j,IL:,, il . Alors 
(i) Pour tout x E K, I’application A 3 a + F<,,,(x) E R est continue. 
(ii) Le polynome F,, s’annule exactement aux points a, . ,j ~~~ I .. . . . 17. 
(iii) Tous les nombres de la,forme F,,(inf K,) . F,,(sup Kj) sont :” 0. 
(iv) Plus gknkralement, tous Ies F,,(inf K,) F&sup K,) sont :< 0. 
(v) II existe un e’lkment a* (resp. 1~“) de H tel que F,,- (resp. Fb-) ,soit 
partout ,; 0 (resp. .- 0). 
Les assertions (i) et (ii) sont Cvidentes; (iii) se prouve par le raisonnement de 
[I, p. 2S--261. 
Pourj E [l, n] et a t H, l’ensemble EC,’ des b t H vCrifiant les deux inCgalitts 
F,,(inf K,) . F,(sup Kj) i 0 et F,,(inf K,) F,(inf K,) : 0, contient a d’aprh 
(iii); on constate saris peine, j I’aide des assertions (i) ;I (iii). qu’il est j la fois 
fermi et ouvert dans le connexe H. Ainsi E,,’ ~~~ H pour tous ,j et a. ce qui 
Ctablit (iv). 
Soit t 1’CICment (infKI ,..., inf K,,) de 11. Les ensembies J (,jL [I, /I] : 
F;(K,) Cl-‘x, 01; et J, {,jr [I. n] : F,(k;) C [0, ~YL[: recouvrent [I. II]; 
ils ne sont en gtnCral pas disjoints. NCanmoins, puisque,i i- J. n J+ equivaut 
BinfK, ~- supK,, nous pouvons poser de man&e cohkrente: 
a, 
* ~~ iinf Ki , ,jEJ!~. 
~ 
b," \SUp lYj* i- Jl 
lsupKj, icJ~’ ’ I inf k, . jr J-’ 
Utilisant surtout (iv) et (ii), on voit aisCment que n’ (a,“,..., a,“) et 
b* =L (bI*,..., b,,*) conviennent. (11 y a d’ailleurs unicitk dans (v), mais nous 
ne nous servirons pas de cette remarque.) 
5 
PROPOSITION. Tout compact K de la droite rkelle ayant n composantes 
KI ,..., K, ) jouit de la proprie’te’ (Q,). Si de ~ILIS K est discret, alors toute 
application de K dans R est un polynome (relativement ri tout systgme de 
TchebJvh@d n fonctions sur K). 
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La deuxieme assertion, exercice trivial d’algebre lineaire (ou, aussi bien, 
consequence de [I, p. 36]), entraine la premiere pour K discret. D’autre part, 
le cas n = 1 est evident. 
Soient done IZ > 2, K, non reduite a un point, {gI ,..., gn} un systeme de 
Tchebycheff sur K. Pour chaque a, E K et chaque a = (az ,..., a,) E nj”=, Kj , 
posons G,(al) = det(gj(a,))lsj,ksn . Par I’assertion (v) de la Proposition 4, 
appliqute aux restrictions des gj a K\K, , il existe un couple (u*, u*) d”tltments 
de lJy=, Kj , tel que les polynomes G,,. e t -G,, soient tous deux > 0 sur 
K\K, . 11 suffit de montrer que l’un d’eux est > 0 sur Kl . Or, Ic’est une 
consequence immediate du fait que l’application continue 
fi Kh3s=(s1 ,..., s,) t+ det( g?(sJ) E R 
h=l 
ne s’annule pas sur son espace de depart connexe. 
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PROPOSITION. Tout compact de T ayant au plus n composuntes connexes 
pos&de la propri&e’ (en). 
Dans le cas discret, ceci n’ajoute strictement rien A la Proposition 5. Une 
partie compacte du tore, non discrete, ayant nz composantes, est reunion d’une 
suite croissante de compacts ayant m + 1 composantes; la conclusion suit 
par recurrence dtcroissante sur m, grace aux Propositions 3.1 et 5. 
7 
PROPOSITION. Les proprie’tks (P,) et (QJ sont kquivalentes pour tout n. 
Plus prPcis&ment, un systdme de TchebychtTfS ne peut udmettre de polynome 
non identiquement nul, purtout 2 0, saris udmettre un polynome purtout > 0. 
Sur l’espace compact K muni d’un systeme de Tchebycheff a n fonctions, 
soit en effet donnt un polynome non identiquement nul A partout 3 0. 
Choisissons une partie L de K a n elements, contenant les zeros de.fi Par la 
deuxieme assertion de la Proposition 5, appliquee au systeme induit sur le 
compact discret L, il existe un polynome g tel que U = g-l(]O, -t a[) soit un 
voisinage ouvert de L. Si U = K, plus rien n’est A prouver; sinon, notons c 
(resp. d) le minimum def (resp. g) sur le compact K\ U. De par le choix de L, 
c est > 0; pour r > 0 tel que c + rd > 0, le polynome f + rg set-a > 0 
aussi bien sur K\U que sur U. 
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PROPOSITION. Nd espacc compact u!,anf plus de II composanfes ne ptmt 
sati:faire d la proprie’tk (P,) saris 6tre dkpourru de s~*sthme de Tcheh.vch<#‘d 17 
fonctions. 
11 est facile de voir qu’un espace topologique K poskdant au moins n -;- 1 
composantes est rkunion de n -t 1 ouverts non vides deux 3 deux disjoints 
u, ‘..., CT,, f1 i choisissons un point xi: duns chaque Uk . Supposons en outre K 
compact, muni d’un systime de Tchebycheffj g, ,..., s,). Soit a ~~~ (u, ,..., a,,,) 
un vecteur non nul du noyau de l’application 1inCaire ,f- [WI! 1 + Rfl rep& 
sentCe, dans les bases canoniques, par la matricc A ( .Y,tsi;))lC jijz.1 .i;, u 1 
Les uk sorzt tou.s cjifikents u’e z&o, car la nullitC de l’un d’eux contredirait la 
rtgularitt de la matrice Carrie d’ordre II obtenue par suppression dc la colonne 
de ,4 d’indice correspondant. La fonction continue g dCfinie par g( U,.) h) 
ne s’annule done en aucun point de K, dc sorte que les /I, = s gj forment 
un nouveau systime de Tchebycheff sur K. Par ailleurs, la relationf(a) : 0 
se traduit par le fait que l’hyperplan de RJi 1’ cngendrb par les lignes 
(indkpendantes) de la matrice (~I,(.Y,~)) est orthogonal au vecteur dont toutes 
les coordonnkes valent 1. Done aucun polynome du nouveau systtime ne peut 
&tre J- 0 en chaque .x1:, et ;I plus forte raison la propriCk (P,,) est exclue. 
9 
Le ThCoreme 2.2 dkoule instantankment des Propositions 6 B 8, moyennant 
I’observation que tout compact non connexe du tore admet des systknes de 
Tchebycheff de cardinal fini arbitraire (au plus Igal au sien propre). 
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